
Le problème de couverture pour les réseaux
de Petri: résultats classiques et
développements récents

Pierre GANTY — Gilles GEERAERTS — Jean-François RASKIN —
Laurent VAN BEGIN

Département d’Informatique – Université Libre de Bruxelles – CPI 212, Campus de
la Plaine, Boulevard du Triomphe, B-1050 Bruxelles, Belgique

RÉSUMÉ. Les réseaux de Petri sont une classe bien étudiée de modèles propres à représenter
les comportements de systèmes informatiques concurrents. Dans ce cadre, le problème de cou-
verture (étant donné un marquage m, existe-t-il un marquage accessible qui assigne à chaque
place du réseau au moins autant de jetons que m ?) est de tout premier intérêt, car de nom-
breuses propriétés de sûreté (toutes les exécutions du système resteront-elles dans un ensemble
de bons états ?) peuvent y être ramenées. De nombreux travaux ont récemment été consacrés
à l’étude d’algorithmes efficaces pour résoudre le problème de couverture. Dans cet article,
nous survolons plusieurs de ces travaux classiques ou récents: l’algorithme de Karp et Miller
et un algorithme efficace en pratique, qui résolvent le problème de couverture en calculant un
ensemble de couverture du réseau; l’approche « en arrière » d’Abdulla et al.; et l’approche
« en avant » Expand, Enlarge and Check. Finalement, nous terminons l’article en présentant
une nouvelle approche combinant les forces des méthodes « en avant » et « en arrière ».

ABSTRACT. Petri nets are a widespread class of models to represent behaviours of concurrent
systems. An important problem on Petri nets is the coverability problem (does there exist a
reachable marking that assigns to each place at least as many tokens as a given marking m ?),
mainly because many safety properties (does the systems always stay inside a set of good be-
haviours ?) can be reduced to it. Many recent works have been devoted to the study of efficient
algorithms to decide the coverability problem. In this paper, we survey several of these classical
or recent works: the Karp and Miller algorithm, and an efficient algorithm, that both solve the
coverability problem by computing the coverability set of the net; the “backward” approach of
Abdulla et al.; and the Expand, Enlarge and Check “forward” approach. We close the paper
by discussing a new method combining the strength of the forward and backward methods.
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1. Introduction

Depuis leur introduction dans les années 60, les réseaux de Petri ont attiré l’at-
tention de beaucoup de chercheurs en informatique. De nombreux chercheurs se sont
intéressés aux aspects pratiques liés à la modélisation de systèmes à l’aide des réseaux
de Petri, à la sémantique de ces réseaux et leur relation avec des algèbres de processus,
à leur analyse et leur vérification à l’aide d’algorithmes, etc. En effet, les réseaux de
Petri sont un formalisme bien adapté à la modélisation de systèmes concurrents. Par
exemples, les réseaux de Petri non bornés permettent en particulier de modéliser des
systèmes concurrents paramétriques où le nombre de processus est non borné (German
et al., 1992; Van Begin, 2003).

Dans cet article, nous nous intéressons à la vérification algorithmique de réseaux
de Petri non bornés. Plus précisément, nous nous intéressons au problème de couver-
ture : étant donné un réseau de Petri, un marquage initial m0 et un marquage m, le
problème de couverture consiste à déterminer s’il existe dans le réseau une exécution
qui démarre en m0 et permet d’atteindre un marquage m′ tel que m 4 m′, c’est-à-
dire un marquage m′ qui contient dans chacune des places du réseau au moins autant
de jetons que le marquage m. Ce problème est important car plusieurs problèmes
de vérification, comme par exemple le problème de sûreté1, peuvent être réduits à ce
problème.

Dès 1969, Karp et Miller ont proposé un algorithme qui résout le problème de cou-
verture (Karp et al., 1969). Leur algorithme consiste à calculer une sur-approximation
des marquages accessibles dans un réseau de Petri à partir d’un marquage initial.
Cette sur-approximation, appelée ensemble recouvrant (Finkel, 1990), est suffisam-
ment précise pour décider le problème de couverture. Nous rappelons brièvement cet
algorithme dans cet article mais nous présentons également quatre autres algorithmes,
plus récents, qui permettent de résoudre le problème de couverture.

Le premier algorithme, présenté dans la Section 4, est une alternative à l’algo-
rithme de Karp et Miller pour le calcul de l’ensemble recouvrant. Contrairement à
l’algorithme de Karp et Miller, cet algorithme ne construit pas un arbre mais cal-
cule le plus petit point fixe d’une fonction monotone sur les ensembles de paires de
marquages. Des propriétés de cette fonction sont utilisées pour limiter les calculs à
des paires de marquages maximales pour un ordre bien choisi. Cette propriété permet
d’obtenir un algorithme qui est, en général, beaucoup plus efficace que l’algorithme
originel de Karp et Miller.

Contrairement à l’algorithme de Karp et Miller, les trois autres algorithmes, pré-
sentés dans les sections 5 à 7, ne calculent pas l’ensemble recouvrant mais calculent
une information suffisante pour résoudre le problème de couverture. L’algorithme de

1. Le problème de sûreté peut-être défini comme suit. Étant donné une étiquette pour chaque
transition du réseau de Petri, étant donné un automate fini qui définit un langage régulier sur
ces étiquettes, déterminer si toutes les suites d’étiquettes qui correspondent à des exécutions du
réseau de Petri sont incluses dans le langage régulier.
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la Section 5 est un algorithme qui calcule l’ensemble de tous les marquage pouvant ac-
céder à un ensemble de marquages clos par le haut2. Cet algorithme « en arrière » a été
proposé par Abdulla et al. (Abdulla et al., 1996) et est applicable à une classe de sys-
tèmes appelés les systèmes bien structurés (Finkel et al., 2001; Abdulla et al., 1996)3,
cette classe de systèmes est très générale et contient les réseaux de Petri et leurs ex-
tensions monotones (voir p.ex. (Van Begin, 2003)).

Dans la Section 6, nous présentons un autre algorithme (Geeraerts, 2007; Geeraerts
et al., 2006) qui décide le problème de couverture. Cet algorithme est également ap-
plicable à la classe des systèmes bien structurés. Nous présentons toutefois ici une
version spécialisée de cet algorithme pour la classe des réseaux de Petri. Contraire-
ment à l’algorithme d’Abdulla et al., cet algorithme a l’avantage important de réaliser
une exploration « en avant » des marquages accessibles du réseau. Les approches ba-
sées sur une exploration « en avant » sont généralement plus efficaces en pratique que
les approches « en arrière » (Henzinger et al., 2003). Cet algorithme considère deux
séquences d’approximations de l’ensemble des marquages accessibles du réseau de
Petri : une première séquence représentant des sous-approximations de plus en plus
précises et une deuxième séquence représentant des sur-approximations de plus en
plus précises. Ces séquences sont utilisées respectivement pour détecter les instances
positives (dans le cas des sous-approximations) et négatives (sur-approximations) du
problème de couverture. Par ailleurs, ces séquences sont complètes pour ce problème
dans le sens où, si la réponse au problème de couverture est positive (resp. négative),
alors cet algorithme construira toujours en un temps fini une sous-approximation (sur-
approximation) qui permet de l’établir.

Dans la Section 7, nous présentons un troisième algorithme qui décide le problème
de couverture sans calculer l’ensemble recouvrant. Ce dernier algorithme est original
et combine une exploration en avant et en arrière des marquages du réseau. Il considère
également des approximations de plus en plus précises. Le calcul des approximations
à l’étape i est fonction du manque de précision constaté à l’étape i−1. Cet algorithme
peut-être vu comme une spécialisation d’un algorithme général de raffinements de
domaines abstraits défini dans (Ganty, 2007; Cousot et al., 2007).

Nous terminons ce travail par la Section 8 où nous présentons une série d’heuris-
tiques qui peuvent être utilisées pour implémenter de façon efficace les algorithmes
des sections 4 à 7.

2. Préliminaires

Cette section rappelle les concepts principaux qui seront utilisés dans cet article.

2. Un ensemble de marquages est clos par le haut si, quand il contient un marquage m il contient
également tous les marquages m′ qui assignent au moins autant de jetons que m dans chacune
des places du réseau.
3. Une classe de systèmes similaire avait déjà été définie par Finkel en 1987 (Finkel, 1987;
Finkel, 1990).
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2.1. Réseaux de Petri

Nous commençons par la définition de réseau de Petri (Reisig, 1986).

Définition 1 Un réseau de Petri est un tuple N = 〈P, T 〉, tel que P ∩ T = ∅ et où :

– P est un ensemble fini de places,

– T est un ensemble fini de transitions. Chaque transition t est un tuple 〈I,O〉, où :

- I : P 7→ N est une fonction qui associe à chaque place un poids d’entrée,

- O : P 7→ N est une fonction qui associe à chaque place un poids de sortie.

Un exemple de réseau de Petri est donné à la Figure 1. Nous adoptons la convention
graphique habituelle qui consiste à représenter un réseau par un graphe bipartite dans
lequel les nœuds correspondant aux places sont des cercles et les nœuds correspondant
aux transitions sont des rectangles noirs. On trace un arc de p ∈ P à t = 〈I,O〉 ∈ T
(resp. de t = 〈I,O〉 ∈ T à p ∈ P ) pondéré par I(p) (O(p)) ssi I(p) 6= 0 (O(p) 6= 0).
Les pondérations valant 1 sont généralement omises.

Afin de définir la sémantique des réseaux de Petri, nous devons définir la notion
de marquage :

Définition 2 Étant donné un réseau de Petri N = 〈P, T 〉, un marquage m de N est
une fonction m : P 7→ N, qui associe à chaque place p ∈ P du réseau m(p) jetons.

La convention graphique veut qu’un marquage m du réseau est représenté graphique-
ment en dessinant m(p) jetons noirs dans chaque place p. Le marquage m tel que
m(p2) = 1 et m(p1) = m(p3) = 0 est représenté à la Figure 1.

Dans la suite de l’article, on suppose généralement que les places p1, p2, . . . , pk

du réseau sont ordonnées. Dans ce cas, un marquage m peut être vu comme le vecteur
〈m(p1),m(p2), . . . ,m(pk)〉.

Un réseau de Petri initialisé est un réseau de Petri auquel on a associé un marquage
initial m0. Formellement, un réseau de Petri initialisé est un tupleN = 〈P, T,m0〉 où
〈P, T 〉 est un réseau de Petri, et m0 est un marquage. Dans la suite, nous ne considé-
rerons que des réseaux de Petri initialisés, que nous appellerons simplement réseaux
de Petri.

Étant donné un marquage m et une transition t = 〈I,O〉 d’un réseau de Petri
N = 〈P, T,m0〉, on dit que t est tirable en m si, pour tout p ∈ P : m(p) ≥ I(p).
Dans ce cas, et dans ce cas seulement, t peut être tirée, ce qui transforme le marquage
m en m′, tel que, pour tout p ∈ P : m′(p) = m(p) − I(p) + O(p). Ceci est noté
m t−→ m′. Remarquons que les transitions des réseaux de Petri ont un effet constant,
qui ne dépend pas du marquage à partir duquel les transitions sont tirées.

Nous adoptons les notations suivantes : m → m′ signifie qu’il existe t ∈ T

telle que m t−→ m′ ; et ∗−→ est la fermeture reflexo-transitive de →, c’est-à-dire que
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m ∗−→ m′ si et seulement si m = m′ ou s’il existe une séquence de marquages
m1,m2, . . . ,mn (avec n ≥ 2) telle que : m = m1 → m2 → · · · → mn = m′.
Nous pouvons maintenant introduire les définitions suivantes qui seront utiles tout au
long de l’article :

Définition 3 Étant donné un marquage m et un réseau de Petri N = 〈P, T,m0〉 :

– Post (m) = {m′ |m →m′} est l’ensemble des successeurs en un pas de m,

– Pre (m) = {m′ |m′ →m} est l’ensemble des prédécesseurs en un pas de m,

– Post∗ (m) = {m′ | m ∗−→ m′} est l’ensemble des successeurs de m en un
nombre arbitraire de pas,

– Pre∗ (m) = {m′ | m′ ∗−→ m} est l’ensemble des prédécesseurs de m en un
nombre arbitraire de pas.

Ces définitions sont étendues aux ensembles S ⊆ N|P | de marquages de la façon
suivante : f(S) =

⋃
m∈S f(m) où f ∈ {Post,Pre,Post∗,Pre∗}.

Le réseau de Petri ci-contre a trois places,
trois transitions, et son marquage initial est
le marquage 〈0, 1, 0〉. Pour ce réseau, l’en-
semble Post ({〈0, 1, 0〉}) est le singleton
{〈2, 1, 0〉}, Pre ({〈2, 1, 0〉}) est l’ensemble
{〈0, 1, 0〉, 〈1, 0, 1〉}, Post∗ ({〈0, 1, 0〉}) est
l’ensemble {〈2i, 1, 0〉 | i ∈ N} ∪
{〈2i, 0, 1〉 | i ∈ N}, et Pre∗ ({〈2, 1, 0〉}) =
{〈0, 1, 0〉, 〈1, 0, 1〉, 〈2, 1, 0〉}.

p1

•p2

p3t1

t2

t3

2

Figure 1. Un exemple de réseau de Petri.

2.2. Ordre sur les marquages

Dans la suite de cet article, nous utiliserons souvent la notion de quasi-bel ordre :

Définition 4 Un quasi-bel ordre v sur un ensemble E est une relation réflexive et
transitive (pré-ordre) sur E tel que, pour toute séquence infinie e1, e2, . . . , ei, . . .
d’éléments de E, il existe 1 ≤ k < ` tels que ek v e`.

Dans cet article nous utiliserons des quasi-beaux ordres qui sont aussi des ordres par-
tiels (c’est-à-dire qu’ils sont aussi antisymétriques). Dans le cas des marquages des
réseaux de Petri, on utilise l’ordre 4 :

Définition 5 Étant donné un réseau de Petri N = 〈P, T,m0〉, l’ordre partiel 4⊆
N|P | ×N|P | est tel que pour toute paire de marquages m1, m2 de N on a que m1 4
m2 si et seulement si pour toute place p ∈ P : m1(p) ≤m2(p).
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Par la suite, la notation m1 ≺m2 sera utilisée dans le cas où m1 4m2 et m2 64m1.
Il est bien établi que 4 est un quasi-bel ordre (partiel) :

Lemme 1 ((Dickson, 1913)) 4 est un quasi-bel ordre.

Maintenant que l’ordre sur les marquages 4 est défini, nous pouvons définir la pro-
priété de monotonie stricte des réseaux de Petri :

Lemme 2 Les réseaux de Petri sont strictement monotones pour l’ordre 4, c’est-à-
dire que pour tout réseau de Petri N = 〈P, T,m0〉, pour toute transition t ∈ T et
pour tous marquages m1, m2 et m3 de N tels que m1 ≺ m2 et m1

t−→ m3, il existe
un marquage m4 de N tel que m2

t−→m4 et m3 ≺m4.

À partir de l’ordre 4, nous pouvons également définir deux classes d’ensembles
de marquages qui seront particulièrement utiles dans la suite.

Définition 6 Étant donné un ensemble G ⊆ N|P | de marquages sur les places de P ,
sa clôture par le haut est l’ensemble ↑4(G) = {m ∈ N|P | | ∃m′ ∈ G : m′ 4 m}.
Symétriquement, la clôture par le bas de G est : ↓4(G) = {m ∈ N|P | | ∃m′ ∈ G :
m 4 m′}. Un ensemble E de marquages est dit clos par le haut si et seulement si
↑4(E) = E. Il est clos par le bas si et seulement si ↓4(E) = E.

Le lecteur trouvera des exemples de tels ensembles à la Figure 2. Quand l’ensemble
à clore par le bas est un singleton {m}, nous écrivons simplement ↓4(m) au lieu de
↓4({m}). Nous procédons de même pour les ensembles à clore par le haut.

Les ensemblesA etB sont deux ensembles clos par
le bas infinis qui contiennent, respectivement, les
marquages {(x, y) ∈ N2 | y ≤ 1} et {(x, y) ∈ N2 |
x ≤ 1}. L’ensemble C est un ensemble clos par le
bas fini qui contient les marquages {(x, y) ∈ N2 |
x ≤ 2 ∧ y ≤ 2}. L’ensemble D est l’ensemble clos
par le haut {(x, y) ∈ N2 | x ≥ 3 ∧ y ≥ 2}.

Figure 2. Des ensembles clos par le haut et par le bas (pour 4) dans N2.

2.3. Problème de couverture

Les notions présentées ci-dessus nous permettent d’introduire le problème auquel
nous nous intéressons dans cet article, appelé problème de couverture :
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Problème de couverture
Données Un réseau de Petri N = 〈P, T,m0〉 et un ensemble U de marquages

de N qui est clos par le haut.

Question Est-ce que Post∗ (m0) ∩ U 6= ∅ ?
Le problème de couverture consiste donc à déterminer si un certain ensemble U clos
par le haut est accessible dans un réseau de Petri N .

Notons que l’ensemble Post∗ (m0) n’est pas représentable de manière effective.
En effet, on ne peut pas construire une représentation de cet ensemble dans un forma-
lisme pour lequel l’équivalence est décidable. Autrement, on pourrait décider l’équi-
valence des accessibles de deux réseaux de Petri, ce qui est impossible (Hack, 1976).
Pour cette raison, aucun algorithme pour résoudre le problème de couverture ne se
base sur la construction de cet ensemble. Cependant, une sur-approximation de cet
ensemble, appelée ensemble recouvrant, a été intensivement étudiée. Cette définition
est due à Alain Finkel (Finkel, 1987; Finkel, 1990) :

Définition 7 Étant donné un réseau de Petri N = 〈P, T,m0〉, son ensemble recou-
vrant Cover (N ) est donné par ↓4(Post∗ (m0)).

L’intérêt principal de l’ensemble recouvrant est donné par la proposition suivante :

Proposition 1 Pour tout réseau de Petri N = 〈P, T,m0〉, et tout ensemble U clos
par le haut de marquages de N , Post∗ (m0) ∩ U 6= ∅ ssi Cover (N ) ∩ U 6= ∅.

Le second intérêt de l’ensemble recouvrant est qu’il est possible d’en construire une
représentation finie que l’on peut manipuler algorithmiquement, comme expliqué
dans la fin de cette section. Avant cela, expliquons comment représenter et manipuler
les ensembles clos par le haut et par le bas.

2.4. Représentation et manipulation d’ensembles clos par le haut et par le bas

Les ensembles clos par le haut et par le bas de marquages sont en général infinis.
Pour les représenter et les manipuler en pratique il nous faut donc une représentation
effective, c’est-à-dire une représentation finie qui supporte les opérations nécessaires
sur ces ensembles.

Remarquons que, dans cet article, les propriétés de correction des algorithmes qui
manipulent des ensembles clos par le haut ne dépendent pas de la représentation choi-
sie pour ces ensembles. C’est pourquoi, dans cet article, nous manipulons directement
les ensembles clos par le haut en considérant implicitement que ceux-ci sont repré-
sentés à l’aide d’une structure de données effective. Un exemple de représentation
effective est l’ensemble des éléments minimaux des ensembles clos par le haut :

Définition 8 Étant donné un ensemble S ⊆ Nk, l’ensemble des éléments minimaux
de S, noté Min4 (S), est donné par {m ∈ S | @m′ ∈ S : m′ ≺m}.
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L’utilisation de Min4 (U) pour représenter l’ensemble clos par le haut U est justifiée
par le lemme suivant.

Lemme 3 ((Abdulla et al., 1996)) Pour tout ensemble clos par le haut U ⊆ Nk,
Min4 (U) est un ensemble unique, fini, et tel que ↑4

(
Min4 (U)

)
= U .

Afin de montrer que cette représentation est bien effective, nous rappelons brièvement
les algorithmes qui implémentent les opérations et les tests sur les ensembles clos par
le haut dont nous aurons besoin dans la suite

L’opérateur Pre. Étant donné un réseau de Petri N = 〈P, T,m0〉 et U ⊆ N|P | clos
par le haut, l’ensemble Pre (U) est également clos par le haut (Abdulla et al., 1996).
Pour calculer Min4 (Pre (U)) à partir de Min4 (U), nous avons besoin des définitions
suivantes. Étant donné un marquage m et une transition t = 〈I,O〉 ∈ T , le marquage
Minpret(m) est tel que pour toute place p : Minpret(m)(p) = max{m(p)−O(p) +
I(p), I(p)}. L’ensemble Minpre(m) est défini comme étant

⋃
t∈T {Minpret(m)}.

L’opérateur Minpre est étendu aux ensembles finis de marquages de la façon suivante :
Minpre(M) = Min4 (⋃

m∈M Minpre(m)
)
. Il est alors facile de voir que (Abdulla et

al., 1996) : Minpre(Min4 (U)) = Min4 (Pre (U)).

L’union. L’union de deux ensembles clos par le haut est également close par le
haut. De plus, étant donné deux ensembles clos par le haut de marquages U1 et
U2 représentés respectivement par Min4 (U1) et Min4 (U2) : Min4 (U1 ∪ U2) =
Min4

(
Min4 (U1) ∪Min4 (U2)

)
.

Le test d’appartenance et le test d’inclusion.

Étant donné deux ensembles clos par le haut U1,U2 et un marquage m :

m ∈ U1 ssi ∃m′ ∈ Min4 (U1) : m′ 4m

et
U1 ⊆ U2 ssi ∀m1 ∈ Min4 (U1)∃m2 ∈ Min4 (U2) : m2 4m1 .

Contrairement aux algorithmes manipulant des ensembles clos par les haut, les
algorithmes qui manipulent des ensembles clos par le bas que nous présentons dans
la suite, feront directement référence à une structure de données particulière, appe-
lée ω-marquages, pour représenter ces ensembles. Les ω-marquages constituent une
généralisation des marquages définie comme suit :

Définition 9 Étant donné un réseau de Petri N = 〈P, T,m0〉, un ω-marquage de N
est une fonction m : P 7→ N ∪ {ω}.

Comme dans le cas des marquages, nous représenterons souvent un ω-marquage par le
vecteur correspondant. Intuitivement, la valeur ω représente « un nombre quelconque
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de jetons ». Pour formaliser cette idée, nous étendons≤ à N∪{ω} de la façon suivante :
pour toute constante c ∈ N : c < ω. Ceci permet de généraliser les définitions de 4
et de la clôture par le bas aux ω-marquages. Étant donné deux ω-marquages m1,m2

sur l’ensemble de places P , m1 4m2 ssi ∀p ∈ P : m1(p) ≤m2(p). Étant donné un
ensemble G d’ω-marquages, ↓4(G) = {m ∈ N|P | | ∃m1 ∈ G : m 4m1}.

L’idée sous-jacente aux ω-marquages est similaire à celle des ensembles minimaux
pour représenter les ensembles clos par le haut de manière effective.

Lemme 4 ((Geeraerts et al., 2006)) Pour tout ensemble clos pas le bas E de mar-
quages, il existe un ensemble fini GE d’ω-marquages tel que ↓4(GE) = E.

Un ensembleGE dans le Lemme 4 est appelé un ensemble de couverture (deE). Dans
la suite, nous manipulerons régulièrement un ensemble de couverture de l’ensemble
recouvrant d’un réseau de Petri N . Par abus de langages, nous appellerons cet en-
semble « un ensemble de couverture de N ». Un ensemble de couverture de N est
donc un ensemble de couverture de Cover (N ).

Exemple 1 Les ensembles clos par le bas A, B et C de la Figure 2 peuvent être
représentés, respectivement, par les ensembles de couvertures {〈ω, 1〉}, {〈1, ω〉} et
{〈2, 2〉}. L’ensemble Min4 (D) = {〈3, 2〉} représente de façon univoque l’ensemble
clos par le haut D.

Afin de pouvoir manipuler les ω-marquages, nous devons redéfinir certaines opé-
rations arithmétiques sur N∪{ω}. Pour ce faire, nous fixons ω•c = ω pour tout c ∈ N
et • ∈ {+,−}. Étant donné un réseau de Petri 〈P, T,m0〉 et un ω-marquage m, on
dit que t = 〈I,O〉 ∈ T est tirable en m si pour toute place p ∈ P : m(p) ≥ I(p).
Dans ce cas, t peut être tirée et transforme l’ω-marquage m en l’ω-marquage m′ tel
que pour toute place p ∈ P : m′(p) = m(p)− I(p) +O(p). Les notations m t−→m′,
m →m′ ainsi que les définitions des ensembles Post (m) et Post∗ (m) sont étendues
de façon directe aux ω-marquages.

Comme dans le cas des ensembles clos par le haut, il est possible de calculer cer-
taines opérations ensemblistes sur les ensembles clos par le bas en manipulant direc-
tement leurs représentations en termes d’ω-marquages. En particulier, les opérations
qui seront utiles par la suite sont :

L’inclusion. Étant donné deux ensembles D1 et D2 clos par le bas représentés par
les ensembles M1 et M2 d’ω-marquages, on peut déterminer si D1 ⊆ D2 de la façon
suivante : D1 ⊆ D2 ssi ∀m1 ∈M1 ∃m2 ∈M2 : m1 4m2.

L’intersection avec un ensemble clos par le haut. Étant donné un ensemble D clos
par le bas, représenté par MD, et un ensemble U clos par le haut, représenté par
Min4 (U), il est possible de déterminer s’il existe une intersection non-vide entre D
et U : D ∩ U 6= ∅ ssi ∃mD ∈MD ∃mU ∈ Min4 (U) : mU 4mD.



10
e soumission à TSI

3. L’algorithme de Karp et Miller

L’algorithme de Karp et Miller est un algorithme classique pour calculer un en-
semble de couverture d’un réseau de Petri. Cet algorithme a été introduit par Karp et
Miller en 1969 (Karp et al., 1969) (voir aussi l’ouvrage de Reisig (Reisig, 1986) pour
une présentation plus classique). Nous en donnons ici une brève présentation.

Les deux ingrédients principaux de l’algorithme de Karp et Miller sont : la
construction d’un arbre d’accessibilité, d’une part, et une fonction d’accélération qui
permet de calculer et représenter de façon finie un ensemble infini de marquages ré-
sultant d’une exécution infinie, d’autre part.

L’algorithme de Karp et Miller construit un arbre étiqueté 〈N,B, racine,Λ〉 dont
les nœuds sont étiquetés par des ω-marquages.N est l’ensemble des nœuds de l’arbre ;
racine ∈ N est la racine de l’arbre ; B ⊆ N ×N est l’ensemble des arêtes de l’arbre ;
et Λ : N 7→ (N ∪ {ω})|P | est la fonction d’étiquetage des nœuds de l’arbre. Cette
fonction est étendue aux ensembles S ⊆ N : Λ(S) = {Λ(s) | s ∈ S}.

La racine de l’arbre construit par l’algorithme de Karp et Miller est étiquetée par
le marquage initial m0 du réseau considéré. Les fils d’un nœud n de l’arbre sont
construits de la façon suivante. S’il existe, sur la branche menant de la racine à n, un
autre nœud n′ tel que Λ (n) = Λ (n′), n n’a pas de fils. Sinon, on calcule d’abord
l’ensemble Post (Λ (n)) et pour chaque m ∈ Post (Λ (n)), l’algorithme construit un
marquage mω par le biais d’une fonction d’accélération. Celle-ci initialise mω à m.
Ensuite, elle remplace certaines coordonnées de mω par ω : on met à ω toutes les
coordonnées p pour lesquelles on peut trouver, sur la branche allant de la racine à n,
un nœud n tel que Λ (n) ≺m et Λ (n) (p) < m′(p). Finalement, on crée dans l’arbre
un nouveau nœud étiqueté par mω comme successeur à n.

Un exemple d’arbre de Karp et Miller est donné à la Figure 3 : il s’agit de l’arbre
de Karp et Miller du réseau de la Figure 1.

La fonction d’accélération décrite ci-dessus est fournie à l’Algorithme 1. Elle re-
çoit le marquage m à accélérer et un ensemble S des nœuds présents sur la branche
menant à n. Elle renvoie le marquage mω résultat de l’accélération. L’algorithme de
Karp et Miller est, quant à lui, donné à l’Algorithme 2. Il suit la description que nous
avons donnée ci-dessus. La terminaison et la correction de cet algorithme ont été éta-
blies par Karp et Miller :

Théorème 1 ((Karp et al., 1969)) Pour tout réseau de PetriN , l’Algorithme 2 a une
exécution finie. À la terminaison, {Λ (n) | n ∈ N} forme un ensemble de couverture
de N , c’est-à-dire : ↓4(Λ (N)) = Cover (N ).

La correction de la fonction d’accélération peut être justifiée par la propriété de
monotonie stricte des réseaux de Petri. En effet, considérons un nœud n dont on cal-
cule les descendants. Pour ce faire, on considère m ∈ Post (Λ (n)) que la fonction
d’accélération va transformer en mω en ajoutant ω dans toutes les places p ∈ Pa, où
Pa = {p ∈ P | mω(p) = ω 6= m(p)} est supposé non-vide. Dans ce cas, il est
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〈0, 1, 0〉

〈ω, 1, 0〉

〈ω, 1, 0〉 〈ω, 0, 1〉

〈ω, 0, 1〉 〈ω, 1, 0〉

t1

t1 t2

t1 t3

Figure 3. L’arbre de Karp et Miller du réseau de Petri de la Figure 1. On a étiqueté
les branches par le nom de la transition correspondante.

Données : Un ensemble fini S d’ω-marquages et un ω-marquage m
Résultat : Un ω-marquage, résultat de l’accélération de m
Acceleration (S,m)
mω := m ;
pour chaque m′ ∈ S t.q. m′ ≺m faire

pour chaque place p t.q. m′(p) < m(p) faire
mω(p) := ω ;

retourner mω ;
Algorithme 1 : La fonction d’accélération de Karp et Miller.

possible de trouver une séquence ς de transitions qui est tirable à partir de m et qui
augmente strictement le nombre de jetons dans toutes les places appartenant Pa, sans
le faire décroître dans les autres. Plus formellement, ς et Pa sont tels que : m ς−→m′ ;
∀p ∈ Pa : m(p) < m′(p) et ∀p 6∈ Pa : m(p) = m′(p). De plus, comme les réseaux
de Petri sont strictement monotones, m ≺m′, et donc ς est à nouveau tirable à partir
de m′. Elle permet donc d’augmenter de façon arbitraire le nombre de jetons dans les
places de Pa, ce qui justifie la construction de mω .

On voit donc que la fonction d’accélération ne construit que des ω-marquages
m tels que ↓4(m) ⊆ Cover (N ). Par ailleurs, il est aisé de voir que, si un nœud
n n’a pas de successeur, il possède un ancêtre n′ tel que Λ (n) = Λ (n′), qui a été
développé. On est ainsi certain de ne pas « oublier » de marquages accessibles en
arrêtant le développement d’un nœud. Ces constatations permettent de se convaincre
que l’algorithme de Karp et Miller maintient l’invariant suivant :

↓4(Λ (N) ∪ Post∗ (Λ (en_attente))) = Cover (N ) .
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Données : Un réseau de Petri N = 〈P, T,m0〉
Résultat : Un sous-ensemble D fini de (N∪ω)|P | tel que ↓4(D) = Cover (N ).
T := 〈N,B, n0,Λ〉 tel que N = {n0}, B = ∅ et Λ (n0) = m0 ;
en_attente := {n0} ;
tant que en_attente 6= ∅ faire

Soit n un nœud de en_attente ;
en_attente := en_attente \ {n} ;
si @n : B+(n, n) ∧ Λ (n) = Λ (n) alors

pour chaque m ∈ Post (Λ (n)) faire
S := {Λ (n′) | ∃n′ ∈ N : B∗(n′, n)} ;
Soit n′ un nouveau nœud tel que Λ (n′) = Acceleration (S,m) ;
N := N ∪ {n′} ;
B := B ∪ {(n, n′)} ;
en_attente := en_attente ∪ {n′} ;

retourner Λ (N) ;
Algorithme 2 : L’algorithme de Karp et Miller pour calculer un ensemble de cou-
verture.

Ainsi, quand la frontière Λ (en_attente) est vide, on obtient ↓4(Λ (N)) =
Cover (N ), ce qui prouve la correction de l’algorithme.

La terminaison de l’algorithme peut, quant à elle, être prouvée par le raisonnement
suivant. Si l’algorithme ne termine pas, il construit un arbre de taille infinie, ce qui
implique qu’il contient une branche infinie (car l’arbre est à branchement fini). Comme
4 est un quasi-bel ordre, on peut extraire des étiquettes des nœuds de cette branche
soit une séquence infinie de marquages égaux, soit une séquence infinie strictement
croissante de marquages. Or :

– Une séquence infinie de marquages égaux n’est pas possible car l’algorithme
arrête une branche dès qu’il rencontre deux marquages égaux sur cette branche.

– Une séquence infinie strictement croissante signifierait qu’un nombre non-borné
d’accélérations a eu lieu sur la branche. Or chaque accélération ajoute au moins un ω
dans les ω-marquages de la branche. Comme il n’y a qu’un nombre fini de places, cela
n’est pas possible.

4. Calcul efficace d’un ensemble de couverture

Si l’algorithme de Karp et Miller est une solution très élégante pour montrer qu’on
peut toujours calculer un ensemble de couverture d’un réseau de Petri, elle est mal-
heureusement inapplicable dans bien des cas pratiques. En effet, les arbres générés
par cet algorithme sont en général trop grands que pour permettre la terminaison de
l’algorithme dans des délais raisonnables, et cela, même pour des réseaux de petite
taille.
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Le problème du calcul efficace de l’ensemble de couverture est un problème dif-
ficile. En effet, il a été montré récemment (Geeraerts, 2007; Geeraerts et al., 2007)
que deux optimisations de l’algorithme de Karp et Miller (Finkel, 1993; Luttge, 1995)
sont erronées, dans le sens où les algorithmes qui y sont présentés pourraient, soit ne
pas calculer un ensemble de couverture, soit ne pas terminer. Dans cette section, nous
présentons brièvement un nouvel algorithme (Geeraerts, 2007; Geeraerts et al., 2007)
pour calculer l’ensemble de couverture d’un réseau de Petri. Cet algorithme n’est pas
basé sur la solution de Karp et Miller, mais est plus efficace en pratique. Nous ren-
voyons le lecteur intéressé aux références pour les détails des preuves, qui sont omises
ici.

L’algorithme que nous présentons dans cette section a la particularité de manipuler
des ensembles de paires d’ω-marquages. Nous devons donc redéfinir les opérateurs de
successeur et d’accélération sur les paires d’ω-marquages. C’est l’objet des définitions
suivantes :

– Étant donné une paire (m1,m2) d’ω-marquages, nous définissons la fonc-
tion Post ((m1,m2)) = {(m1,m′), (m2,m′) | m′ ∈ Post (m2)}. Cette fonc-
tion est étendue aux ensembles R de paires de la façon suivante : Post (R) =⋃

(m1,m2)∈R Post ((m1,m2)),

– Étant donné une paire (m1,m2) d’ω-marquages telle que m1 ≺ m2, nous dé-
finissons Accel ((m1,m2)) = {(m2,Acceleration ({m1},m2))}. Accel ((m1,m2))
n’est pas définie si m1 6≺m2. Cette fonction est également étendue aux ensembles R
de paires de la façon suivante : Accel (R) =

⋃m1≺m2
(m1,m2)∈R Accel (m1,m2),

– Finalement, étant donné un ensemble R de paires de marquages, nous définis-
sons : Flatten (R) = {m | ∃m′ : (m′,m) ∈ R}.

La fonction d’accélération Accel est plus faible que la fonction d’accélération de
Karp et Miller. En effet, Accel ((m1,m2)) est définie (cfr. supra) comme étant la
fonction Acceleration appliquée à m2 (le marquage à accélérer), et prenant {m1}
comme ensemble de marquages permettant l’accélération. Donc, pour accélérer un
marquage (m2), Accel ne prend en compte qu’un seul autre marquage (m1), alors que
dans l’algorithme de Karp et Miller, Acceleration peut être appelée avec un ensemble
fini de marquages pour calculer l’accélération de m2.

Néanmoins, en étudiant attentivement l’algorithme de Karp et Miller il est possible
d’établir des propriétés qui permettent d’affirmer que la fonction Accel permet d’ob-
tenir les mêmes résultats que l’accélération de Karp et Miller quand elle est correcte-
ment utilisée. Comme mentionné dans la section précédente, lorsque l’accélération de
Karp et Miller construit un marquage mω en rajoutant des ω dans un marquage m,
il est toujours possible de construire une séquence de transitions ς qui est croissante
sur les places où l’accélération a ajouté un ω, et constante sur les places ne contenant
pas de ω. Donc, si nous supposons que ς = t1 · · · tk et m t1−→ · · · tk−→ m′, on a que
Accel ((m,m′)) = (m′,mω).
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Nous pouvons maintenant expliquer comment calculer, de manière efficace, un
ensemble de couverture d’un réseau de Petri N = 〈P, T,m0〉. Pour ce faire, nous
définissons d’abord la séquence CovSeq(N ) = (Vi)i≥0 d’ensembles de paires d’ω-
marquages comme suit :

V0 = {(m0,m0)} et ∀i ≥ 1: Vi = Vi−1 ∪ Post (Vi−1) ∪ Accel (Vi−1) .

En raison du lien que nous venons d’établir entre Accel et la fonction d’accéléra-
tion de Karp et Miller, il est facile de voir que, pour tout nœud n de l’arbre de Karp
et Miller de N , il existe k ≥ 0 tel que Λ (n) ∈ Flatten (Vk). Comme, par ailleurs,
tant Post que Accel ne construisent que des ω-marquages inclus dans un ensemble de
couverture, on obtient le lemme suivant :

Lemme 5 Considérons un réseau de Petri N tel que CovSeq(N ) = (Vi)i≥0. Alors,
il existe k ≥ 0 tel que pour tout 0 ≤ ` < k : ↓4(Flatten (V`)) ⊂ ↓4(Flatten (V`+1))
et pour tout ` ≥ k : ↓4(Flatten (V`)) = Cover (N ).

Le Lemme 5 stipule que la séquence (↓4(Flatten (V`)))`≥0 est strictement croissante
(pour l’inclusion ensembliste) jusqu’à un indice k où ↓4(Flatten (Vk)) est l’ensemble
recouvrant du réseau de Petri. À partir de ce point, la séquence (↓4(Flatten (V`)))`≥0

se stabilise. L’algorithme consiste donc à calculer la séquence CovSeq(N ) jusqu’à
rencontrer un ensemble V` tel que ↓4(Flatten (V`)) ⊆ ↓4(Flatten (V`−1)).

Le calcul de cette séquence CovSeq(N ) peut être effectué de façon efficace en
introduisant un ordrev sur les paires de marquages. Nous allons utiliser cet ordre afin
de conserver, dans les ensembles manipulés, uniquement des paires maximales par
rapport à v. Afin de définir cet ordre, nous devons d’abord définir l’opérateur 	, qui
est un opérateur de différence sur les marquages.

Étant donné deux ω-marquages m1 et m2, nous définissons m1	m2 comme une
fonction P 7→ Z ∪ {−ω, ω} telle que, pour toute place p :

(m1 	m2)(p) =

 ω si m1(p) = ω
−ω si m2(p) = ω et m1(p) 6= ω
m1(p)−m2(p) sinon

Étant données deux paires (m1,m2) et (m′1,m
′
2) d’ω-marquages, nous pouvons

maintenant définir l’ordre v comme suit :

Définition 10 Étant donné deux paires (m1,m2) et (m′1,m
′
2) d’ω-marquages,

(m1,m2) v (m′1,m
′
2) si et seulement si : (i) m1 4 m′1, et (ii) m2 4 m′2, et

(iii) ∀p ∈ P : (m2 	m1)(p) ≤ (m′2 	m′1)(p).

L’ordre que nous venons d’introduire possède les propriétés suivantes :
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Lemme 6 Pour toutes paires (m1,m2) et (m′1,m
′
2) d’ω-marquages telles que

(m1,m2) v (m′1,m
′
2) :

1) pour toute paire (m1,m2) ∈ Post ((m1,m2)) il existe une paire (m̂1, m̂2) ∈
Post ((m′1,m

′
2)) telle que (m1,m2) v (m̂1, m̂2),

2) pour toute paire (m1,m2) ∈ Accel ((m1,m2)) il existe une paire (m̂1, m̂2) ∈
Accel ((m′1,m

′
2)) telle que (m1,m2) v (m̂1, m̂2).

La première propriété découle directement de la propriété de monotonie des réseaux
de Petri et de la définition de v (plus particulièrement des points (i) et (ii))

La seconde propriété découle de la définition de v, et plus particulièrement du
point (iii). En effet, le point (iii) assure que pour chaque place la différence entre le
nombre de jetons dans m′2 et dans m′1 est au moins aussi grande que la différence
entre le nombre de jetons dans m2 et dans m1. Ainsi, lorsqu’il existe une différence
strictement positive entre m2(p) et m1(p) (ce qui implique qu’il y aura un ω dans
la place p après l’accélération), on a la garantie que cette différence est également
strictement positive entre m′2(p) et m′1(p).

Nous pouvons maintenant introduire l’Algorithme 3, qui calcule de façon efficace
l’ensemble de couverture d’un réseau de Petri. L’algorithme fait usage de la fonction
Maxv qui, étant donné un ensemble de paires, renvoie les paires maximales pour
l’ordre partiel v. La correction de cet algorithme, ainsi que sa terminaison découlent
des lemmes 5 et 6.

Données : Un réseau de Petri N = 〈P, T,m0〉.
Résultat : Un sous-ensemble D fini de (N∪ω)|P | tel que ↓4(D) = Cover (N ).
i := 0 ; V0 := {(m0,m0)} ;
répéter

i := i+ 1 ;
Vi := Maxv

(
Post (Vi−1) ∪ Accel (Vi−1)

)
;

jusqu’à ↓4(Flatten (Vi)) ⊆ ↓4(Flatten (Vi−1)) ;
retourner Flatten (Vi);

Algorithme 3 : L’algorithme pour calculer un ensemble de couverture de façon ef-
ficace.

En pratique, on peut améliorer les performances de cet algorithme en adoptant
les deux modifications suivantes. Premièrement, cet algorithme peut être implémenté
en utilisant une frontière, afin d’éviter de calculer les successeurs et les accélérations
de toutes les paires à chaque étape. Ensuite, il est possible de modifier quelque peu
l’ordre dans lequel les paires sont développées. En effet, l’Algorithme 3 développe, à
chaque itération, les successeurs des paires se trouvant dans Vi, ce qui correspond à un
parcours en largeur d’abord. On obtient de meilleurs performances avec un algorithme
qui privilégie le développement de paires « contenant le plus d’ω » (c’est-à-dire les
paires dont une des deux coordonnées est un marquage dont le nombre de places
marquées par ω est maximal). Cette modification dans l’ordre de développement doit
néanmoins être réalisé avec soin afin de conserver la correction de l’algorithme. Nous
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renvoyons le lecteur intéressé aux références citées (Geeraerts et al., 2007) pour de
plus amples détails ainsi que des résultats expérimentaux qui montrent la supériorité
de cet algorithme par rapport à l’algorithme de Karp et Miller.

5. Une approche générale en arrière

Dans les sections précédentes, nous avons présenté des algorithmes qui
construisent un ensemble de couverture du réseau de Petri à analyser, ce qui permet
de résoudre le problème de couverture (cfr. Proposition 1). Néanmoins, il est possible
de résoudre le problème de couverture sans calculer cet ensemble. Dans cette section,
ainsi que dans les sections 6 et 7, nous présentons de tels algorithmes. Le premier
d’entre eux, appelé « approche en arrière », a été introduit par Abdulla et al. (Abdulla
et al., 1996). Nous en résumons les idées principales dans cette section, et renvoyons
le lecteur intéressé aux références pour une présentation détaillée.

L’approche en arrière résout le problème de couverture pour une classe générale
de modèles, appelée systèmes bien structurés, dont les réseaux de Petri forment un
cas particulier. Dans cette section, nous présentons l’instanciation de cette approche
au cas des réseaux de Petri, et ce, afin de simplifier la présentation .

Étant donné un réseau de Petri N l’approche en arrière consiste à calculer le plus
petit point fixe suivant :

µX.U ∪ Pre (X) = Pre∗ (U) [1]

Ce point fixe est l’ensemble de tous les marquages qui peuvent accéder à U en un
nombre quelconque de pas. Il est facile de voir qu’il nous permet de résoudre le pro-
blème de couverture dans la mesure où U est accessible à partir du marquage initial
m0 de N si et seulement si m0 ∈ Pre∗ (U).

Le calcul du point fixe [1] est basé sur une séquence (Ri)i≥0 d’ensembles clos
par le haut de marquages, définie comme suit. L’ensemble R0 est U . Pour tout i ≥ 0,
l’ensembleRi+1 estRi∪Pre (Ri). Il est facile de voir que cette séquence est croissante
pour l’inclusion ensembliste : pour tout i ≥ 0 : Ri ⊆ Ri+1. Comme 4 est un quasi-
bel ordre, il est possible de montrer que cette séquence se stabilise nécessairement
en un nombre fini de pas. En effet, le lemme suivant indique qu’il n’est pas possible
de construire une séquence infinie d’ensemble clos par le haut qui est strictement
croissante (pour ⊆) :

Lemme 7 ((Abdulla et al., 1996)) Étant donné une séquence infinie (Ui)i≥0 d’en-
sembles clos par le haut de marquages, il existe i < j tel que Uj ⊆ Ui.

Par ailleurs, nous avons la garantie que l’ensemble Rk obtenu au moment où la
séquence converge est bien l’ensemble Pre∗ (U) :

Lemme 8 Pour tout i≥0, U⊆Ri⊆Pre∗ (U) et il existe k≥0 tel que Rk =Pre∗ (U).
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Ceci nous permet d’énoncer l’Algorithme 4 qui résout le problème de couverture
à l’aide de l’approche « en arrière ». Celui-ci calcule itérativement les ensembles de
la séquence (Ri)i≥0 jusqu’à la convergence, puis teste si m0 appartient à l’ensemble
ainsi calculé pour conclure.

Données : Un réseau de Petri N = 〈P, T,m0〉 et U ⊆ N|P | clos par le haut.
Résultat : vrai si Cover (N ) ∩ U 6= ∅, faux sinon.
i := 0, R0 := U ;
répéter

i := i+ 1;
Ri := Ri−1 ∪ Pre (Ri−1) ;

jusqu’à Ri ⊆ Ri−1 ;
si m0 ∈ R alors retourner vrai sinon retourner faux

Algorithme 4 : L’algorithme en arrière pour résoudre le problème de couverture.

6. Expand, Enlarge and Check : une approche générale en avant

Dans cette section, nous présentons les idées principales d’un second algorithme
(Geeraerts, 2007; Geeraerts et al., 2006), appelé Expand, Enlarge and Check (EEC)
qui résout le problème de couverture sans calculer un ensemble de couverture. Comme
l’algorithme de la section précédente, EEC est un algorithme générique qui peut être
appliqué à la classe des systèmes bien-structurés, donc aux réseaux de Petri. De nou-
veau, nous ne présentons pas EEC dans toute sa généralité mais seulement son instan-
ciation aux réseaux de Petri.

EEC est un algorithme itératif où trois étapes se succèdent à chaque itération :
la première étape construit une sous-approximation S1 de l’ensemble des marquages
accessibles. La seconde étape construit une sur-approximation S2 des marquages ac-
cessibles. La troisième étape consiste à comparer les approximations S1 et S2 à U : si
S1 ∩U 6= ∅, on conclut positivement ; si S2 ∩U = ∅, on conclut négativement. Si au-
cun de ces deux tests ne réussit, cela signifie que les approximations ne sont pas assez
précises. Dans ce cas, les deux approximations sont raffinées et l’algorithme effectue
une nouvelle itération.

Dans le cas d’un réseau de Petri N = 〈P, T,m0〉, les approximations de
Post∗ (m0) sont construites à partir de graphes finis paramétrés par des ensembles
de marquages et d’ω-marquages. Pour cela, EEC utilise deux séquences infinies. La
première est une séquence infinie d’ensembles finis de marquages (Ci)i≥0 telle que
Ci = {0, . . . , i}|P | ∪ {m0}. Autrement dit, Ci est l’ensemble de tous les marquages
dans lesquels chaque place contient au plus i jetons (plus m0).

La seconde séquence est une séquence infinie d’ensembles finis d’ω-marquages
(Li)i≥0 telle que Li = {0, . . . , i, ω}|P | ∪ {m0}. Donc, Li contient tous les ω-
marquages dans lesquels chaque place contient au plus i jetons, ou bien ω (plus m0).
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A l’itération i, EEC construit le graphe Sous(N , Ci) qui est le système de tran-
sition sous-jacent au réseau de Petri restreint aux marquages apparaissant dans Ci.
Formellement, Sous(N , Ci) est le graphe 〈Ci,m0,

sous=⇒〉 où la relation sous=⇒⊆ Ci×Ci

est telle que (m1,m2) ∈sous=⇒ si et seulement si m1 → m2. L’ensemble des éléments
de Ci qui sont accessibles par sous=⇒ à partir de m0 est dénoté parR(Sous(N , Ci)).

EEC construit également à l’itération i le graphe Sur(N , Li) = 〈Li,m0,
sur=⇒〉 tel

que (m1,m2) ∈ sur=⇒ si et seulement si soit m1 → m2 ; soit m1 → m′2, m′2 6∈ Li,
m′2 4m2 et il n’existe pas m′′2 ∈ Li tel que m′2 ≺m′′2 ≺m′2. Donc, Sur(N , Li) ap-
proxime la relation de transition→ du réseau de Petri lorsque l’ω-marquage d’arrivée
ne se trouve pas dans Li. Dans ce cas, l’ω-marquage d’arrivée est remplacé par le plus
petit ω-marquage dans Li qui le sur-approxime. Le fait que ce dernier ω-marquage est
unique est assuré par le lemme suivant :

Lemme 9 Pour tout i, k ∈ N, pour tout m ∈ Nk, il existe un unique m′ ∈
{0, . . . , i, ω}k tel que (i) m 4 m′ et (ii) pour tout m′′ ∈ {0, . . . , i, ω}k : m 4 m′′

et m′ 6= m′′ impliquent que m′′ 6≺m′.

L’ensemble des éléments de Li accessibles par la relation sur=⇒ à partir de m0 est
dénoté par R(Sur(N , Li)). Les deux lemmes suivants donnent les propriétés de
R(Sous(N , Ci)) etR(Sur(N , Li)) qui permettent d’établir que ces ensembles consti-
tuent respectivement une sous et une sur-approximation des marquages accessibles :

Lemme 10 (Sous-approximation) Pour tout réseau de Petri N = 〈P, T,m0〉, pour
tout ensemble clos par le hautU ⊆ N|P |, et pour tout i ≥ 0 :R(Sous(N , Ci))∩U 6= ∅
implique que Post∗ (m0) ∩ U 6= ∅.

Lemme 11 (Sur-approximation) Pour tout réseaux de Petri N = 〈P, T,m0〉, pour
tout ensemble clos par le haut U ⊆ N|P |, et pour tout i ≥ 0 : ↓4(R(Sur(N , Li))) ∩
U = ∅ implique que Post∗ (m0) ∩ U = ∅.

Les approximations Sous(N , Ci) et Sur(N , Li) peuvent être trop grossières pour
conclure. Cependant, sous certaines conditions sur Ci et Li ces approximations sont
suffisamment précises pour conclure. Plus précisément, si Ci contient tous les mar-
quages qui apparaissent dans une exécution aboutissant à U , alors cette exécution ap-
paraîtra également dans Sous(N , Ci), et R(Sous(N , Ci)) aura une intersection non-
vide avec U :

Lemme 12 Pour tout réseau de Petri N = 〈P, T,m0〉, pour tout ensemble clos par
le haut U ⊆ N|P | : si Post∗ (m0) ∩ U 6= ∅, alors ∃i ≥ 0: R(Sous(N , Ci)) ∩ U 6= ∅.

De façon symétrique, si l’ensemble des accessibles du réseau de Petri n’a pas
d’intersection avec U , nous avons la garantie qu’il existe un ensemble Li tel que
↓4(R(Sur(N , Li))) ∩ U = ∅. En effet, on peut montrer que tout ensemble Li qui
contient un ensemble de couverture du réseau analysé possède cette propriété :
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Lemme 13 Pour tout réseau de PetriN = 〈P, T,m0〉, pour tout ensemble clos par le
haut U ⊆ N|P | : si Post∗ (m0)∩U = ∅, alors ∃i ≥ 0: ↓4(R(Sur(N , Li)))∩U = ∅.

L’Algorithme 5 décrit EEC. Comme indiqué au début de cette section, cet algo-
rithme consiste à énumérer les sous et sur-approximations, et à tester si l’une d’elles
est suffisamment précise. Les lemmes 12 et 13 garantissent que, dans tous les cas,
une approximation suffisamment précise sera calculée au bout d’un temps fini. Ceci
garantit la terminaison de l’algorithme. Sa correction provient des lemmes 10 et 11.

Notons que, même si la présence d’un ensemble de couverture dans un des en-
sembles Li est une condition suffisante pour assurer la terminaison dans le cas des
instances négatives, elle ne constitue pas une condition nécessaire. Ainsi, EEC pour-
rait conclure négativement même si Li ne contient pas d’ensemble de couverture du
réseau.

Données : Un réseaux de Petri N = 〈P, T,m0〉 et U ⊆ N|P | clos par le haut.
Résultat : vrai si Cover (N ) ∩ U 6= ∅, faux sinon.
pour chaque i = 0, 1, . . . faire

« Expand »
CalculerR(Sous(N , Ci)) ;

« Enlarge »
CalculerR(Sur(N , Li)) ;

« Check »
siR(Sous(N , Ci)) ∩ U 6= ∅ alors

retourner vrai ;
sinon si ↓4(R(Sur(N , Li))) ∩ U = ∅ alors

retourner faux ;

Algorithme 5 : L’algorithme en avant Expand, Enlarge and Check pour résoudre le
problème de couverture.

7. Une combinaison des approches en avant et en arrière

Dans les deux sections précédentes, nous avons présenté deux approches totale-
ment différentes pour résoudre le problème de couverture. La première, dite « en ar-
rière » consiste à calculer un point fixe basé sur l’opérateur Pre. La seconde, dite
« en avant », repose sur le calcul, à l’aide de points fixes basés sur l’opérateur Post
(ou d’une sur-approximation de Post), d’approximations des accessibles. Nous avons
également présenté, dans les sections 3 et 4 deux algorithmes qui calculent un en-
semble de couverture du réseau, et qui sont basés sur l’opérateur Post. Dans ce sens,
ils constituent également des méthodes « en avant ».

Comme nous l’avons déjà dit, les méthodes « en avant » se comportent en général
mieux que les méthodes « en arrière » (Henzinger et al., 2003). Néanmoins, quand on
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veut seulement résoudre le problème de couverture le calcul d’un ensemble de cou-
verture est une opération trop coûteuse qui ne se justifie pas en pratique. Dans cette
section, nous allons donc chercher à améliorer les idées introduites dans EEC. Son
principal inconvénient est que la séquence des approximations construites est fixée a
priori. On pourrait donc s’attendre à obtenir de meilleurs résultats si les approxima-
tions étaient construites en fonction de la sémantique du réseau.

Sur base de cette idée, nous introduisons maintenant l’Algorithme 6, une nouvelle
approche inspirée de (Ganty, 2007; Cousot et al., 2007). Elle consiste essentiellement
à construire « en avant » des approximations successives des accessibles du réseau.
Ces approximations sont raffinées d’une façon qui dépend du réseau analysé, et ce, à
l’aide d’un point fixe « en arrière ». Cette nouvelle méthode peut donc être vue comme
une combinaison des approches « en avant » et « en arrière ».

Étant donné un réseau de Petri N et un ensemble clos par le haut U , cet algo-
rithme construit en parallèle deux séquences d’approximations (Fi)i≥0 et (Bi)i≥0.
La première séquence est constituée de sur-approximations de Post∗ (m0) : ∀i ≥
0: Post∗ (m0) ⊆ ↓4(Fi). La seconde séquence (Bi)i≥0 est constituée de sous-
approximations de plus en plus précises de Pre∗ (U) : ∀i ≥ 0 : Bi+1 ⊇ Bi et Bi ⊆
Pre∗ (U). On voit donc que cet algorithme est bien une combinaison des approches
« en avant » et « en arrière ».

Les constructions des itérés de ces deux séquences sont intimement liées. Nous
expliquons maintenant plus en détails ces constructions, ainsi que la façon dont ces
séquences sont utilisées pour décider le problème de couverture :

1) Les sur-approximations des accessibles Fi, calculées par la première séquence,
sont construites de manière similaire à ce qui est fait dans EEC. Considérons l’itéra-
tion i, et supposons que nous disposions, pour chaque place p d’une borne Bi

p (la ma-
nière dont ces bornes sont calculées dépend de la séquence (Bi)i≥0, et sera expliquée
dans la suite). Remarquons que les bornes peuvent différer d’une place à l’autre, alors
que, dans le cas d’EEC, on fixait à chaque itération une unique borne valable pour
toutes les places. Une fois ces bornes fixées, on obtient Fi, en calculant l’ensemble
des marquages accessibles du réseauN , et en remplaçant, dans chaque ω-marquage m
calculé, chaque coordonnée m(p) > Bi

p par ω. On obtient donc un ensemble fini d’ω-
marquages, dont la clôture par le bas est bien une sur-approximation de Post∗ (m0).
Ce calcul correspond au point fixe de la ligne 3 de l’algorithme.

À chaque étape i, la sur-approximation Fi peut servir à détecter tant des instances
négatives que des instances positives du problème de couverture.

En ce qui concerne les instances négatives, il est facile de voir que, pour tout
ensemble de marquages E tel que E ⊆ Pre∗ (U) : ↓4(Fi) ∩ E = ∅, implique que
Post∗ (m0) ∩ U = ∅. C’est vrai en particulier si on prend E = Bi, puisque chaque
itéré de la séquence (Bi)i≥0 est une sous-approximation de Pre∗ (U) (ligne 5).

Par ailleurs, Fi nous permet de détecter les instances positives grâce à la pro-
priété suivante : s’il existe m ∈ Fi tel que m(p) 6= ω pour toute place p, alors nous
sommes certains qu’aucune approximation n’a été effectuée le long de l’exécution
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qui va de m0 à m. Donc, si nous détectons un tel marquage m qui est aussi dans
une sous-approximation Bi de Pre∗ (U), nous pouvons conclure positivement. Dans
l’algorithme, c’est la fonction Concrete qui permet de détecter les marquages qui
n’assignent ω à aucune place (ligne 4).

2) La séquence (Bi)i≥0 est une sous-séquence de la séquence des itérés du point
fixe µX.U ∪Pre (X), que l’on avait déjà exploité dans l’algorithme « en arrière ». On
sait donc déjà que cette séquence converge, en un temps fini, vers Pre∗ (U).

Cette séquence est également utilisée pour détecter les instances positives et néga-
tives du problème de couverture, comme nous l’avons déjà expliqué au point précédent
(voir lignes 4 et 5). De plus, à chaque étape i, les bornes Bi

p qui permettent d’obtenir
Fi, sont calculées à partir de Bi, de la façon suivante. On considère tous les marquages
m qui apparaissent dans les éléments minimaux Min4 (Bi), et, pour chaque place p,
la borne Bi

p est définie comme le maximum des m(p). On est ainsi assuré de pouvoir
représenter de façon précise toutes les exécutions qui accèdent à un élément minimal
de Bi en ne visitant que des marquages au-dehors de Bi.

Afin de garantir que les bornes Bi
p sont raffinées à chaque étape i, Bi est calculé

en fonction de Bi−1 en appliquant l’opérateur Pre soit jusqu’à ce qu’on obtienne
un nouvel ensemble clos par le haut qui modifie les valeurs des bornes, soit jusqu’à
stabilité (cela signifie qu’on a calculé Pre∗ (U)). L’opérateur Pre peut être appliqué
plusieurs fois à chaque étape i, ceci explique que la séquence (Bi)i≥0 est une sous-
séquence de celle calculée par l’algorithme en arrière (lignes 6 à 11).

Avant de prouver la correction de l’Algorithme 6, nous définissons les fonctions
qu’il utilise :

– Bound : 2N|P | 7→ N|P | est utilisée dans l’algorithme pour définir une borne supé-
rieure sur le nombre de jetons pour chaque place du réseau. Les bornes sont définies
en fonction des éléments minimaux d’un ensemble clos par le haut U de la façon
suivante : pour toute place p ∈ P , Bound(U)(p) = max{m(p) |m ∈ Min4 (U)},

– Widen[f ] : (N ∪ {ω})|P | 7→ (N ∪ {ω})|P | est paramétrée par une fonction
f : P 7→ N et définie comme suit. Pour tout ω-marquage m, Widen[f ](m) est un
nouvel ω-marquage tel que :

∀p ∈ P : Widen[f ](m)(p) =
{

m(p) si m(p) ≤ f(p)
ω sinon

La fonction Widen est étendue de façon naturelle aux ensembles d’ω-marquages :
Widen[f ](S) =

⋃
m∈S {Widen[f ](m)},

– P̂ost[f ] : 2(N∪{ω})|P | 7→ 2(N∪{ω})|P |
est paramétrée par une fonction f : P 7→ N.

Elle peut être vue comme un Post approximé, et est définie comme suit : pour tout
ensemble S de marquages, P̂ost[f ] (S) = Widen[f ](Post (S)).

– Concrete : (N ∪ {ω})|P | 7→ {vrai , faux}. Cette fonction permet de savoir si un
marquage m contient des ω (ce qui permet de détecter des instances positives). Pour
tout marquage m : Concrete (m) = vrai ssi ∀p ∈ P : m(p) 6= ω.
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Données : Un réseau de Petri N = 〈P, T,m0〉 et U ⊆ N|P | clos par le haut.
Résultat : vrai si Cover (N ) ∩ U 6= ∅, faux sinon.
B0 := U ;1

pour chaque i = 0, 1, . . . faire2

Fi := µX. {m0} ∪ P̂ost[Bound (Bi)] (X) ;3

si ∃m ∈ Fi t.q. Concrete (m) ∧m ∈ Bi alors retourner vrai ;4

si ↓4(Fi) ∩ Bi = ∅ alors retourner faux ;5

j := 0,R0 := Bi ;6

répéter7

j := j + 1 ;8

Rj := Rj−1 ∪ Pre (Rj−1) ;9

jusqu’à Bound (Rj) 6= Bound (Rj−1) ouRj ⊆ Rj−1 ;10

Bi+1 := Rj ;11

Algorithme 6 : L’algorithme qui combine les approches en avant et en arrière pour
résoudre le problème de couverture.

Comme cet algorithme n’a pas encore été présenté dans la littérature, nous donnons
les preuves de correction et de terminaison en détail.

Commençons par montrer que les points fixes basés sur P̂ost sont calculables :

Lemme 14 Dans l’Algorithme 6, à l’itération i, Fi existe et est calculable.

Preuve. Remarquons que P̂ost[Bound (Bi)], définie comme la composition des deux
fonctions monotones Post et Widen, est une fonction monotone. On peut dès lors
appliquer le théorème de Knaster–Tarski (Tarski, 1955), qui assure l’existence de Fi.

Remarquons ensuite que les fonctions Post et Widen[Bound (Bi)] sont calculables.
Par ailleurs, le co-domaine de la fonction P̂ost[Bound (Bi)] est fini. Dès lors, le point
fixe Fi défini par la séquence (Xj)j≥0 telle que X0 = ∅ et pour tout j ≥ 1 : Xj+1 =
{m0} ∪ P̂ost[Bound (Bi)] (Xj) est calculable. �

Montrons ensuite que les séquences d’approximations respectent bien les proprié-
tés que nous avons introduites ci-dessus. Nous prouvons d’abord que les points fixes
Fi sont bien des sur-approximations des accessibles.

Lemme 15 Dans l’Algorithme 6, à l’itération i, Post∗ (m0) ⊆ ↓4(Fi).

Preuve. Observons d’abord que Post∗ (m0) = µX. {m0} ∪ Post (X)
et que, à l’étape i, Fi = µX. {m0} ∪ P̂ost[Bound (Bi)] (X). Nous al-
lons donc prouver le lemme en établissant que µX. {m0} ∪ Post (X) ⊆
↓4
(
µX. {m0} ∪ P̂ost[Bound (Bi)] (X)

)
.
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Pour ce faire, considérons les séquences (Xj)j≥0 et (Yj)j≥0 qui convergent res-
pectivement vers Post∗ (m0) et Fi et qui sont définies comme suit : X0 = ∅,
pour tout j ≥ 1 : Xj+1 = {m0} ∪ Post (Xj) ; Y0 = ∅ et pour tout j ≥ 1 :
Yj+1 = {m0} ∪ P̂ost[Bound (Bi)] (Yj).

Prouvons maintenant par induction sur j, que Xj ⊆ ↓4(Yj), pour tout j ≥ 0, ce

qui établit que µX. {m0} ∪ Post (X) ⊆ ↓4
(
µX. {m0} ∪ P̂ost[Bound (Bi)] (X)

)
.

Case de base. Trivial par définition de X0 et Y0.

Cas inductif.

↓4(Yj+1) = ↓4
(
{m0} ∪ P̂ost[Bound (Bi)] (Yj)

)
[2]

= ↓4({m0}) ∪ ↓4
(
P̂ost[Bound (Bi)] (Yj)

)
[3]

= ↓4({m0}) ∪ ↓4
(
P̂ost[Bound (Bi)]

(
↓4(Yj)

))
[4]

⊇ ↓4({m0}) ∪ ↓4
(
P̂ost[Bound (Bi)] (Xj)

)
[5]

⊇ {m0} ∪ Post (Xj) [6]

= Xj+1 [7]

[2] est la définition d’un itéré. Ensuite, on passe de [3] à [4] par monotonie des réseaux
de Petri ; de [4] à [5] par hyp. d’induction et monotonie de P̂ost[Bound (Bi)] ; de [5]
à [6] car Post (X) ⊆ ↓4

(
P̂ost[Bound (Bi)] (X)

)
; et de [6] à [7] par déf. de Xj+1. �

Montrons maintenant qu’on peut utiliser les marquages m ∈ Fi tels que
Concrete (m) = vrai pour détecter des instances positives. Pour ce faire, nous éta-
blissons que ces marquages font partie des accessibles du réseau considéré :

Lemme 16 Dans l’Algorithme 6, à l’itération i, pour tout marquage m ∈ Fi : si
Concrete (m) = vrai , alors m ∈ Post∗ (m0).

Preuve. Considérons la séquence (Yj)j≥0 définie comme suit : Y0 = ∅ et, pour
tout j ≥ 1 : Yj+1 = {m0} ∪ P̂ost[Bound (Bi)] (Yj). Cette séquence converge vers
µX. {m0} ∪ P̂ost[Bound (Bi)] (X) = Fi. Montrons maintenant, par induction sur
j, que pour tout j ≥ 0 : m ∈ Yj et Concrete (m) = vrai impliquent que m ∈
Post∗ (m0).

Cas de base. Trivial comme Y0 = ∅.

Cas Inductif. Par hypothèse d’induction on sait que si m ∈ Yj et Concrete (m)
alors m ∈ Post∗ (m0). Considérons que m ∈ Yj+1 et Concrete (m) = vrai .
Cela signifie que m ∈ {m0} ∪ P̂ost[Bound (Bi)] (Yj) par définition de (Yj)j≥0.
Donc, soit m ∈ {m0} et m ∈ Post∗ (m0) ; soit m ∈ P̂ost[Bound (Bi)] (Yj) =
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Widen[Bound (Bi)](Post (Yj)) par définition de P̂ost. Comme Concrete (m) = vrai ,
on trouve qu’il existe m′ ∈ Yj tel que Concrete (m′) = vrai et tel que m′ → m. De
là, m ∈ Post∗ (m0) par hypothèse d’induction. �

Nous pouvons maintenant prouver l’adéquation de l’algorithme : s’il retourne vrai ,
alors l’ensemble clos par le haut U est bien accessible.

Proposition 2 Si l’Algorithme 6 retourne vrai , alors Post∗ (m0) ∩ U 6= ∅.

Preuve. Supposons que l’algorithme termine à l’itération i.

L’algorithme retourne vrai

⇔ ∃m ∈ Fi : Concrete (m) ∧m ∈ Bi ligne 4

⇒ ∃m ∈ Post∗ (m0) : m ∈ Bi Lemme 16

⇒ ∃m ∈ Post∗ (m0) : m ∈ Pre∗ (U) Bi ⊆ Pre∗ (U), Lemme 8

⇔ Post∗ (m0) ∩ Pre∗ (U) 6= ∅

⇔ Post∗ (m0) ∩ U 6= ∅ sémant. Post∗ (m0) et Pre∗ (U)

�

Pour établir la correction de l’algorithme nous devons encore montrer sa complétude :

Proposition 3 Si l’Algorithme 6 retourne faux , alors Post∗ (m0) ∩ U = ∅.

Preuve. Supposons que l’algorithme termine à l’itération i. La ligne 5 montre que
l’algorithme retourne faux ssi ↓4(Fi) ∩ Bi = ∅. Par le Lemme 15 on conclut que
Post∗ (m0) ∩ Bi = ∅ ; et de là que Post∗ (m0) ∩ U = ∅ par le Lemme 8. �

Pour finir, nous prouvons la terminaison de l’algorithme. Pour cela, nous avons
besoin du lemme technique suivant.

Lemme 17 Soit un ensemble U de marquages qui est clos par le haut et soit un ω-
marquage m tel que ↓4(m)∩U = ∅. Nous avons que ↓4(Widen[Bound (U)](m))∩
U = ∅.

Preuve. La preuve exploite le fait que, pour tout ensemble clos par le haut U ,
↑4
(
Min4 (U)

)
= U .
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↓4(m) ∩ U = ∅ hypothèse

⇒ ∀mU ∈ Min4 (U) : mU 64m

⇔ ∀mU ∈ Min4 (U) ∃p : m(p) < mU (p) def. de 4

⇒ ∀mU ∈ Min4 (U) ∃p : Widen[Bound (U)](m)(p) < mU (p) def. Bound

⇒ ∀mU ∈ Min4 (U) : mU 64Widen[Bound (U)](m)

⇒ ↓4(Widen[Bound (U)](m)) ∩ U = ∅

�

Proposition 4 Pour tout réseau de PetriN = 〈P, T,m0〉 et tout ensemble clos par le
haut U ⊆ N|P |, l’Algorithme 6 a une exécution finie.

Preuve. Supposons que la proposition est fausse et qu’il existe un réseau de Petri N
et un ensemble clos par le haut U pour lesquels l’Algorithme 6 ne termine pas. Notons
que chaque itération de la boucle principale prend un temps fini. En effet, chaque étape
de la boucle est exécutée en un temps fini. Le Lemme 14 assure que le point fixe de
la ligne 3 est calculable en un temps fini. La boucle de la ligne 10 est similaire à la
boucle principale de l’Algorithme 4. Pour cette raison, les arguments de terminaison
sont les mêmes. En particulier, les ensembles Rj sont toujours par construction des
ensembles clos par le haut (d’après les lignes 1,6-11) qui croissent à chaque itération
de la boucle (ligne 9). Par le Lemme 7, on est assuré qu’après un nombre d’itérations
fini on a bien que Bj ⊆ Bj−1.

Donc, si l’algorithme ne termine pas, c’est nécessairement parce qu’il exécute un
nombre infini d’itérations de la boucle principale. Le Lemme 8 montre qu’après un
nombre fini k d’itérations on obtient Bk = Pre∗ (U). Nous montrons maintenant que
l’algorithme doit nécessairement terminer.

On considère deux cas : Post∗ (m0)∩U = ∅ ou non. Pour le premier cas, comme
Bk est clos par le haut et est un point fixe pour la fonction f(X) = U ∪ Pre (X) on
trouve que ↓4

(
Post

(
Bk

))
⊆ Bk. De là, on déduit :

∀m ∈ (N ∪ ω)|P | : ↓4(m) ⊆ Bk ⇒ ↓4(Post (m)) ⊆ Bk . [8]

En appliquant le Lemme 17 à [8], on trouve que pour tout ω-marquage m

↓4(m) ⊆ Bk ⇒ ↓4(Widen[Bound (Bk)](Post (m))) ⊆ Bk

est équivalent à

↓4(m) ⊆ Bk ⇒ ↓4
(
P̂ost[Bound (Bk)] (m)

)
⊆ Bk .
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Par hypothèse, on sait que m0 ∈ Bk. Donc, par le théorème de Knaster–
Tarski (Tarski, 1955), on sait que l’algorithme calcule à la ligne 3 un point fixe tel
que ↓4(Fk) ⊆ Bk, et donc que ↓4(Fk)∩Bk = ∅. Ceci implique que le test de la ligne
5 est vérifié et l’algorithme termine en retournant faux .

Considérons maintenant le second cas : Post∗ (m0)∩U 6= ∅. Remarquons d’abord
que Concrete (m0) = vrai . Ensuite,

Post∗ (m0) ∩ U 6= ∅ hypothèse

⇔m0 ∈ Pre∗ (U) sémantique de Post∗ (m0)

⇔m0 ∈ Bk Bk = Pre∗ (U)

⇔m0 ∈ Bk ∧ Concrete (m0) Concrete (m0) = vrai

⇒ ∃m ∈ Fk : Concrete (m) ∧m ∈ Bk m0 ∈ Fi voir ligne 3

⇒ L’algorithme retourne vrai à l’itération k test, ligne 4

�

En combinant les propositions 2, 3 et 4, nous obtenons le Théorème 2. Nous pou-
vons donc conclure :

Théorème 2 Pour tout réseau de Petri N = 〈P, T,m0〉 et tout ensemble clos par le
haut U , l’Algorithme 6 termine toujours et répond vrai ssi Post∗ (m0) ∩ U 6= ∅.

Pour terminer cette section, notons que nous avons volontairement gardé la pré-
sentation de cet algorithme (et de ceux qui précèdent) la plus simple possible. En
particulier, l’Algorithme 6 n’utilise pas l’information calculée lors des itérations pré-
cédentes pour réduire le calcul des points fixes comme dans (Ganty, 2007; Cousot
et al., 2007). De nombreuses autres heuristiques peuvent également être appliquées.
Elles font l’objet de la prochaine section.

8. Heuristiques

Nous terminons cet article en présentant brièvement différentes heuristiques qui
peuvent être exploitées afin d’améliorer l’efficacité des algorithmes décrits dans ce
travail. Nous renvoyons le lecteur intéressé aux articles originaux pour plus de détails.

8.1. Structures de données symboliques

Dans (Van Begin, 2003; Delzanno et al., 2004), les auteurs ont présenté une struc-
ture de donnée, appelée Covering Sharing Tree4 (CST), qui permet de représenter et

4. voir aussi (Delzanno et al., 2006) pour une extension
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de manipuler les ensembles clos par le haut et par le bas. Un CST représente, de façon
compacte, les marquages minimaux d’un ensemble clos par le haut ou un ensemble de
couverture d’un ensemble clos par le bas. Un exemple de CST est donné à la Figure 4.

> 0 0 0

0 2

1 1

2 0

⊥

Figure 4. Un exemple de CST qui représente l’ensemble clos par le haut U grâce à
son générateur minimal Min4 (U) = {〈0, 0, 0, 0, 2〉, 〈0, 0, 0, 1, 1〉, 〈0, 0, 0, 2, 0〉}

D’autres structures de données symboliques existent pour représenter des en-
semble de marquages. Les dépliages de réseaux de Petri en sont un exemple. Ces
derniers ont été initialement définis pour des réseaux de Petri bornés (Esparza et
al., 1996), mais dans (Abdulla et al., 2000), l’utilisation des dépliages de réseaux de
Petri est étendue aux réseaux de Petri non-bornés. Ils sont alors utilisés comme struc-
ture de données symbolique pour calculer Pre∗ (U). Les algorithmes de construction
des dépliages ont la particularité d’exploiter la concurrence du réseau de Petri analysé.

8.2. Utilisation des invariants de place

Dans (Delzanno et al., 2004), les auteurs montrent comment les invariants de place
(Silva et al., 1998) du réseau de Petri considéré peuvent être utilisés pour réduire les
ensemblesRi calculés par l’Algorithme 4.

8.3. Utilisation d’abstractions pour réduire la dimension des ensembles manipulés

L’efficacité des solutions algorithmiques au problème de couverture décroît avec
l’augmentation de la taille des réseaux de Petri considérés. Des méthodes proposent
de définir, à partir d’un réseau N , un réseau N̂ , plus petit tel que l’accessibilité d’un
ensemble clos par le haut dans N peut être résolue en analysant N̂ .

Dans, (Ganty et al., 2007), les auteurs définissent une telle méthode. Étant donné
un réseau N , appelé réseau concret, cette méthode consiste à « fusionner » des en-
sembles de places de N , ce qui aboutit à la construction du réseau abstrait N̂ (plus
petit) où chaque place de N̂ correspond à un ensemble de places de N . Par exemple,
si N possède les places {p1, p2, p3, p4} et que la partition {{p1, p2}, {p3, p4}} décrit
la fusion de places, alors N̂ possède deux places et le marquage 〈1, 1, 1, 1〉 de N est
représenté par le marquage 〈2, 2〉 de N̂ .
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Dans ce cas, l’ensemble des accessibles de N̂ représente une sur-approximation de
l’ensemble des accessibles deN . Si cette sur-approximation est suffisamment précise,
elle peut être concluante sinon l’analyse doit être raffinée. On fixe alors une partition
plus fine des places de N et on construit un nouveau N̂ . Le choix de la partition est
guidé par la sémantique de N .

D’autres travaux permettent de réduire la taille des réseaux en se basant sur leur
syntaxe, et consiste essentiellement à remplacer des sous-réseaux par d’autres plus
petit (voir par exemple (Berthelot et al., 1975)).

Toutes les heuristiques présentées dans cette section ont montré leur intérêt en
pratique et leur utilisation permet d’analyser des réseaux de Petri complexes de plus
de 50 places.

9. Travaux connexes

D’autres techniques que celles abordées dans cet article ont été étudiées dans la
littérature pour résoudre le problème de couverture sur les réseaux de Petri. Ces tech-
niques sont dites structurelles car elles se basent sur la structure du réseau pour dé-
cider du problème de couverture et ne sont, en général, pas complètes. Dans (Silva
et al., 1998), des invariants sont générés automatiquement. Ceux-ci sur-approximent
l’ensemble de marquages accessibles d’un réseau de Petri et permettent de décider
dans certains cas que des ensembles de marquages (clos par le haut) ne sont pas ac-
cessibles. Dans (Esparza et al., 2000), des techniques de programmation linéaire en
nombres entiers sont utilisées pour décider le problème de couverture. Comme dans
le cas de l’utilisation d’invariants, ces techniques permettent de conclure dans certains
cas qu’un ensemble de marquages n’est pas accessible.

Une grande attention à été donnée à des classes de modèles plus expressives que les
réseaux de Petri, comme les automates qui manipulent des compteurs (Minsky, 1967).
Ces automates sont aussi expressifs que les machines de Turing et la vérification de
propriétés sur ceux-ci, comme l’accessibilité d’un ensemble semi-linéaire de configu-
rations (une généralisation du problème de couverture), est en général indécidable.

Dans (Boigelot, 1999), une structure de données basée sur les automates finis,
appelée Number Decision Diagrams (NDD), est proposée pour représenter des en-
sembles semi-linéaires de configurations d’automates à compteurs. Dans (Boigelot,
1999; Bardin et al., 2004), des semi-algorithmes manipulant des NDD sont définis
afin de construire l’ensemble des configurations accessibles d’un automate à comp-
teurs à partir d’un ensemble semi-linéaire de configurations initiales.

Des extensions de réseaux de Petri ont été étudiées dans le cadre de la résolu-
tion du problème de couverture. Le résultat principal de (Abdulla et al., 1996) permet
de conclure que le problème de couverture est décidable pour toutes les extensions
monotones des réseaux de Petri. Dans (Van Begin, 2003; Delzanno et al., 2002), des
techniques sont développées pour obtenir un algorithme efficace en pratique pour ré-
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soudre le problème de couverture pour des extensions de réseaux de Petri permettant
de décrire des programmes multi-threads. Dans (Ciardo, 1994), la technique des in-
variants de places de (Silva et al., 1998) est généralisée aux self-modifying nets, une
large extension des réseaux de Petri.

Les réseaux de Petri ont également été étudiés dans le cadre de la théorie de jeux.
Dans (Raskin et al., 2005), des résultats montrent que la plupart des problèmes de-
viennent indécidables sur les réseaux de Petri lorsqu’on rajoute un deuxième joueur.
Les auteurs donnent aussi des résultats de décidabilité pour le problème de couverture
en présence de deux joueurs pour une classe particulière de réseaux de Petri.
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